
Введение

Выбор эффективного плана облучения

опухоли (мишени) из множества альтернатив-

ных планов облучения в значительной степени

зависит от корректности оценок лучевого воз-

действия на опухолевые и здоровые ткани орга-

низма. Одно из основных современных требо-

ваний к планированию лучевой терапии (ЛТ) со-
стоит в том, чтобы образовать в объёме мишени
однородное (в заданных пределах) дозовое поле
требуемого уровня, по форме повторяющее кон-
фигурацию мишени. Если это требование вы-
полняется, то однородное дозовое поле в мише-
ни можно охарактеризовать одним числом –
значением дозы в любой точке мишени.
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Цель: На основе созданной математической модели (ММ) модифицированного распределения
Вейбулла (МРВ), предназначенной для расчёта вероятности лучевого осложнения (ВЛО), в зави-
симости от объёма V облученной ткани и дозы её однородного облучения D, разработать ММ, ко-
торая позволит осуществить переход от неоднородного распределения дозы в ткани к эквива-
лентному по ВЛО, редуцированному однородному распределению адекватной дозы (АД). Иссле-
довать, при каких условиях неоднородное распределение дозы в системе опухоль+ложе опухоли
будет более эффективным, чем однородное распределение дозы.

Материал и методы: Неоднородные распределения дозы описаны в виде дифференциальной ги-
стограммы доза–объём (дГДО). Разработана ММ для расчёта редуцированного неоднородного
распределения вероятностей отсутствия лучевого осложнения (ВОЛОр) в ткани, использованная
для ММ, которая позволяет рассчитывать значения АД однородного облучения ткани.

Результаты: На основе ряда предположений и доказанных утверждений получены ММ, которые
позволяют для неоднородных распределений локальных значений ВЛO, представленных в виде
дГДО ВЛО–доза, рассчитать значения ВОЛОр, а также выделить из неё ММ для редукции неодно-
родных распределений дозы. На основе созданных ММ исследован вопрос о том, в каких случаях
облучение опухоли и ложа опухоли через решетчатую диафрагму может быть более эффектив-
ным, чем облучение однородными дозовыми полями.

Заключение: Переход от неоднородных распределений доз в ткани к эквивалентным по ВОЛОр
однородным распределениям дозы представляет интерес для повышения эффективности плани-
рования лучевой терапии.
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Сложнее обстоит дело с оценкой лучевого

воздействия на здоровые органы и ткани там,

где распределение дозы неоднородно. Подобное

положение дел затрудняет использование ме-

тодов математического моделирования и опти-

мизации для оценки и прогнозирования луче-

вых осложнений в здоровых структурах и для

выбора эффективного плана лучевого лечения

из множества альтернативных планов. Связа-

но это ещё и с тем, что все существующие в на-

стоящее время математические модели (ММ),

предназначенные для оценки планов ЛТ, в

большинстве случаев основаны на предполо-

жении о том, что дозовые поля в органах одно-

родны и, следовательно, суммарные дозы облу-

чения могут быть описаны одним числом.

Иначе обстоит дело при анализе неодно-

родного распределения дозы. В настоящее вре-

мя оценка неоднородного лучевого воздействия

на здоровые ткани носит в основном описа-

тельный характер. Растёт интерес к описанию

неоднородного распределения дозы в виде диф-

ференциальных или интегральных гистограмм

доза–объем (дГДО иди иГДО) [1, 2]. ГДО можно

рассматривать как упорядоченные множества

характеристик неоднородных распределений

дозы. Одновременно растёт интерес и к созда-

нию ММ, которые позволяют редуцировать не-

однородные распределения дозы, описанные в

виде ГДО, переходить к эквивалентным по ве-

роятности лучевых осложнений (ВЛО) или от-

сутствию вероятности лучевых осложнений

(ВОЛО) однородным распределениям, которые

могут быть описаны одним числом – адекват-

ной дозой (АД) в Гр.

Материал и методы 

Нами разработаны ММ, которые позво-

ляют от заданного неоднородного распределе-

ния дозы при фиксированной разовой дозе, пе-

реходить к упорядоченному неоднородному

распределению дозы в виде дГДО, а от него – к

адекватной дозе их однородного облучения.

Критерием адекватности дозовых распределе-

ний служат значения вероятности локального

излечения (ВЛИ) для опухолевых заболеваний

и ВЛО для здоровых органов и тканей. Показа-

но, что ММ для редукции неоднородного рас-

пределения дозы тесно связано с моделью МРВ,

которая используется для расчета ВЛО и ВЛИ

[1, 2].

При этом выполняются следующие зави-
симости толерантных доз (ТД) от объёмов облу-
ченных органов и тканей при фиксированных
разовых дозах:

P (D(V),V)=P (D(1),1), D (P,1)=D (P,V)Vb, (1)

где b – безразмерный параметр, зависящий от
типа ткани. Из (1) следует, что

D1(P,V1)/D2(P,V2) = (V1/V2)–b, (2)

где D1(P,V1) и D2(P,V2) – ТД уровня P для объёмов

V1 и V2 облучённой ткани. Значения доз, D(P,Vi),

i=1,..., которые при разных объёмах облучен-
ной ткани приводят к одному и тому же значе-
нию ВЛО=Р, мы предложили называть “ТД
уровня Р”. Принято считать, что уровень толе-
рантности определяется значением Р=0,05
(5 %). В дальнейшем мы будем предполагать,
что уравнение (2) выполняется при любом фик-
сированном значении “уровня толерантности”
P.

Мы показали, что при однородном облу-
чении объёма V дозой D и фиксированном
значении разовой дозы, ВЛО в ткани опреде-
ленного клинически идентифицируемого типа
можно рассчитать при помощи ММ МРВ [1, 2]:

(3)

где D(1) – суммарная доза, приведенная к еди-
ничному объёму облучения по формуле (2); (A1,

A2, b) – параметры модели МРВ. ВОЛО в ткани

будет:

(4)

МРВ (4) позволяет выразить дозу как
функцию ВОЛО=Q и V:

(5)

Рассмотрим неоднородные распределе-
ния суммарных доз, когда разовая доза фикси-
рована. Пусть V0 – полный объём ткани, а объём

облученной ткани VV0. Разделим V на m рав-
ных элементарных объёмов g таким образом,
чтобы распределение дозы в g можно было счи-
тать однородным. Тогда V=mg, V0=Mg, где

M=V0/g – число элементарных объёмов в объё-
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ме V0 всей ткани. Пусть значение дозы в ткани

лежат в замкнутом интервале [Dmin,Dmax], и этот

интервал разбит на k интервалов с шагом DD.
Тогда дГДО может быть представлено в виде
множества:

GД={(D1,V1),...,(Dk,Vk)}.      (6)

Параметры множества (6) – это суммы
элементарных объёмов g, соответствующих
значениям дозы, которые лежат в определен-
ном интервале. Следовательно:
1. Процедуры построения ГДО преобразуют

неоднородные дозовые поля, упорядочи-
вают их, но при этом реальные простран-
ственные структуры дозовых полей нивели-
руются. При описании дозового поля с ис-
пользованием дГДО или иГДО исчезает ин-
формация о пространственном распределе-
нии экстремумов дозового поля, хотя она
может играть важную роль при оценке не-
однородных дозовых распределений. Полу-
чается, что точность редукции неоднород-
ного распределения дозы зависит от макси-
мумов и минимумов распределения, но не
имеет значения, собраны эти экстремумы
вместе или рассредоточены в облучаемом
объёме.

2. Элемент множества дГДО представляет ин-
формацию о том, что объём ткани, который
получит дозу от Di до Di+1, будет Vi. Элемент

множества иГДО определяет объём облу-
ченной ткани Vi, который получит дозу

большую или равную Di.

3. В иГДО объём Vi>Vi+1(Vi полностью содержит

в себе Vi+1). При этом Di<Di+1, i=1,...,k–1. По-

скольку формы объёмов не оговариваются,
иГДО удобно представить в виде полей, ко-
торые состоят из вложенных друг в друга
изоцентрических шаров, радиусы которых
уменьшаются с ростом Di.

4. дГДО и иГДО можно однозначно преобразо-
вать одну в другую.

5. Процедура обработки реального распреде-
ления дозы и замена его на ГДО необрати-
ма. Невозможно, используя ГДО, восстано-
вить пространственную структуру реально-
го дозового поля.

6. Актуальной проблемой современной ЛТ яв-
ляется обоснование утверждения о том, что
все однородные и неоднородные дозовые
поля в одной и той же ткани c одинаковыми
ГДО имеют равные (или близкие) значения
ВЛО, т.е. эквивалентны по ВЛО и близки к

истинному значению ВЛО. Аналогично об-
стоит дело, когда речь идет об опухолевой
ткани.

7. В настоящей работе разовая доза фиксиро-
вана. Вопрос о её влиянии на АД рассмотрен
в публикации [1].

8. Очевидно, что свойства ГДО зависят от ти-
па рассматриваемых органов и тканей.

9. Мы полагаем, что главным камнем преткно-
вения является то, что нельзя описать точ-
но зависимость ВЛО в элементарном объё-
ме g от значений ВЛО в окружающих его
элементарных объёмах. Надеяться на до-
статочно точное описание ВЛО в элемен-
тарном объёме можно только тогда, когда
значения доз в окружающих объёмах мало
отличаются друг от друга. Но вопрос о том, в
каких пределах могут отличаться друг от
друга значения доз в элементарных объё-
мах в зависимости от типа органа или тка-
ни, чтобы значения ВЛОр и АД можно было
использовать для планирования ЛТ с не-
однородными дозовыми распределениями,
ещё требует своего разрешения.

10. В дальнейшем будут рассматрены только
дГДО. В случае необходимости можно пе-
рейти к иГДО.

Рассмотрим ММ для преобразования не-
однородных распределений доз в АД однород-
ного облучения, приведенную в работе [3].  К
сожалению, в ней не говорится о том, что ММ
представляет собой среднее геометрическое от
взвешенных значений доз, (g/V)Di, i=1,...,m.

Она имеет следующий вид: 

(7)

где g=V/m – равные элементарные объёмы
облученной ткани, в которых распределение
суммарных доз можно считать однородным;
D=(D1,...,Dm) – распределение суммарных доз в

объёме V, в m элементарных объемах; А – пара-
метр модели, который зависит от вида ткани и
который следует определить в результате обра-
ботки клинического материала. Далее мы пока-
жем, что параметр A совпадает с параметром A2

модели МРВ, если модель (7) строится на основе
МРВ. В случае K неравных “элементарных”
объёмов ММ (7) принимает следующий вид:
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(8)

Нетрудно видеть, что ММ (7) и (8) пред-

ставляют собой определенные на множестве

элементов дГДО средние значения взвешенных

доз [4]. В работе [1] с использованием модели

МРВ получена ММ для перехода от неоднород-

ного к эквивалентному по ВЛОр однородному

распределению дозы. Для этого предложена

ММ, которая позволяет от неоднородного рас-

пределения ВОЛО в элементарных объёмах

ткани перейти к редуцированному значению

ВОЛОр, и что можно выделить из неё ММ для

преобразования неоднородного распределения

дозы в АД, использование которой приведёт к

ВОЛО=ВОЛОр.

Создание ММ было основано на предпо-

ложениях и утверждениях, которые были дока-

заны в [1, 2]. Следовательно, редуцированное

значение ВОЛОр=Q(D,V) можно рассчитать

следующим образом:

(9)

где – суммарный относительный объ-

ём ткани, соответствующий RT элементарным
объемам g с одинаковой дозой DT; V=1 – относи-

тельный объём облученной ткани. Кроме того,

редуцированное значение ВОЛОр в объёме V

есть среднее геометрическое от значений ВО-

ЛО в объемах g, которые описываются ММ (9) и

при ВОЛОр=Q(D,V) в объёме V и при ее неодно-

родном облучении дозами Di, значения ВОЛОi,

i=1,...,m в её составляющих одинаковых объё-

мах g можно описать следующим образом:

(10)

откуда можно выделить ММ для преобразова-

ния неоднородного распределения доз в ткани

в АД.

Таким образом, получены ММ, которые
позволяют рассчитывать значения ВОЛОр и
АД однородного облучения, которые приводят к
ВОЛОр. Оценить точность преобразования не-
однородных распределений ВОЛО и дозы при
помощи созданных ММ можно при наличии со-
ответствующим образом подготовленной кли-
нической информации. Можно доказать, что
для фиксированного неоднородного распреде-
ления дозы величина АД увеличивается с ро-
стом параметра А2, и показать, что АД есть воз-

растающая функция А2.

Из полученных данных следует, что
значение АД зависит от вида ткани, значения
А2 и неоднородности распределения дозы. При

одинаковом однородном облучении двух раз-
ных тканей одной и той же дозой D, АД будут
равны значению D. Но при одинаковых неодно-
родных распределениях дозы в двух тканях и
при неравных значениях параметра А2 АД бу-

дут разными. Большее значение АД окажется
для той ткани, у которой параметр А2 будет

больше.
Итак, если происходит неоднородное

облучение системы опухоль+ложе и параметр
А2 для ложа опухоли оказался больше, чем для

опухоли, то АД в ложе будет больше, чем АД в
опухоли, т.е. опухолевая ткань будет облучаться
меньшей дозой, чем ложе опухоли. В этом слу-
чае однородное дозовое поле в системе, которое
приводит к одинаковым значениям дозы в ло-
же опухоли и в опухоли, будет наиболее эффек-
тивным.

Обратимся теперь к опыту неоднородного
облучения опухолевых образований. В литера-
туре об облучении опухолей через решетчатые
диафрагмы (РД) [5, 6] отмечено, что идея мето-
да целенаправленного неоднородного облуче-
ния злокачественных опухолей через решетча-
тые диафрагмы возникла давно. В 1909 г. об
этом методе сообщил Kohler. Затем он был за-
быт и интерес к нему возобновился спустя 24
года. В 1933 г. защитные свойства решетчатых
диафрагм описал Liberson. С этого времени в
различных странах мира предпринимались по-
пытки изучения радиобиологического эффекта
неоднородного облучения системы опухоль+
ложе. Технически неоднородность дозовых рас-
пределений достигалась с помощью облучения
через решетчатые свинцовые диафрагмы. Цель
применения РД заключалась в том, чтобы раз-
бить широкий пучок излучения на совокуп-
ность узких пучков, для которых ТД в органах и
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тканях оказываются намного выше, чем для
одного широкого пучка [5, 6].

В 1970–1985 гг. в РОНЦ им. Н.Н. Блохина
РАМН широко применяли РД для лучевого лече-
ния пациентов с местнораспространённым, не-
операбельным немелкоклеточным раком лёг-
кого [6]. РД использовали на первом этапе лече-
ния. На втором этапе происходило дооблучение
опухоли открытыми полями в режиме расщеп-
лённого курса. Было показано, что в условиях
неоднородного распределения дозы толерант-
ность здоровых тканей повышается в 3–5 раз
по сравнению с дистанционной гамма-терапи-
ей открытыми полями, что позволяло подвести
к опухоли суммарные дозы от 70–80 Гр до
140–160 Гр в точке, расположенной на оси под
центральным отверстием РД. С 1986 г. плано-
вое применение РД в РОНЦ было прекращено,
что было вызвано техническим износом свин-
цовых РД, и в связи с внедрением линейных
ускорителей электронов.

Первоначально облучение через РД про-
водили для запущенных опухолевых заболева-
ний. (В связи с этим возникает естественный
вопрос, а не является ли в этом случае пара-
метр А2 для запущенных опухолей большим,

чем для ложа опухоли?). В данной работе пока-
зано, что однородное дозовое поле при облуче-
нии системы опухоль+ложе опухоли необходи-
мо не только для того, чтобы избежать рециди-
ва в недооблученных участках опухоли и воз-
никновения некрозов в переоблучённых участ-
ках, а еще и для того, чтобы редуцированная
доза в ложе опухоли не оказалась больше, чем в
самой опухоли, что может произойти в том слу-
чае, когда параметр А2 для ложа опухоли будет

больше, чем А2 для опухоли.

Интересно, можно ли считать, что кол-
лективный опыт лучевых терапевтов неявным
образом учёл эти эффекты однородного и не-
однородного облучения системы опухоль+ложе
опухоли? Варьируя неоднородные распределе-
ния дозы при облучении этой системы, можно
получать различные АД для двух тканей, опухо-
левой и ложа опухоли. Таким образом, по-
является возможность расширить способы
формирования оптимального терапевтическо-
го дозового поля в системе, включив в рассмот-
рение не только однородные, но и неоднород-
ные распределения дозы в опухоли и в ложе
опухоли.

Если при планировании ЛТ оперировать
и неоднородными распределениями дозы, то
стратегия формирования терапевтического до-

зового поля может оказаться гораздо сложнее и

эффективнее, чем это представляется в настоя-

щее время. В работе [7] в качестве примера

приведены методы планирования неоднород-

ного облучения опухолевых и нормальных тка-

ней, которые включают в себя преобразование

неоднородных дозовых распределений. Веро-

ятно, одной из главных причин охлаждения ин-

тереса к применению РД в ЛТ заключалась в

том, что неразработанными оказались методы

выбора эффективных характеристик РД, осно-

ванных на оценке неоднородных распределе-

ний дозы в здоровых и в опухолевых тканях, в

отсутствии теоретически обоснованных мето-

дов их применения в ЛТ. Мы полагаем, что об-

основанный количественный анализ методов

облучения через РД мог быть успешно проведен

только с применением ММ, позволяющих пре-

образовать неоднородные дозовые поля в экви-

валентные по ВЛО (или ВЛИ) однородные дозо-

вые распределения. Только на их основе мог

быть осуществлен целенаправленный выбор

параметров РД, которые могли обеспечить за-

данные ограничения на распределения доз в

нормальных и опухолевых тканях. Можно

предполагать, что для совершенствования ме-

тодов ЛТ было бы полезно завершить исследо-

вание методов неоднородного облучения си-

стем опухоль+ложе опухоли с применением ме-

тодов математического моделирования.
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MATHEMATICAL MODELING OF UNIFORM AND NONUNIFORM MALIGNIAN AND NORMAL 
TISSUES IRRADIATION. MATHEMATICAL ANALYSIS OF THE TUMOUR GRID IRRADIATION

L.Ya. Klepper
Central Economics and Mathematics Institute, Moscow, Russia

Purpose: On base created mathematical model (MM) modified Veybull distribution, intended for NTCP
calculation, depending on irradiated volume V and uniform irradiation dose D, to develop the MM,
which allows to realize transition from nonuniform dose in tissue to the equivalent, uniform identical
dose. To research the hypothesis, under what condition lumpy sharing dose in system tumors+normal
tissues will be more efficient, than uniform dose.

Material and Methods: Lumpy sharing dose are described as a differential histogram dose-volume
(DDVH). The MM for calculation transition lumpy distribution of the absence of the beam complication
probability (ACPr) in tissue is designed. It was used for MM conclusion, which allows to calculate tran-
sition values of the Adequate Dose (AD) of the uniform irradiation tissues, which use brings about ACPr
in tissues. 

Results: On base of the suggestions and proved affirmation MMs are received, which allow for lumpy
distribution of local NTCP values, presented as a DHDV, to calculate transition values ACPr, as well as
select from it MM for reduction of the lumpy sharing dose. On base created MM question was explored,
in what case tumors and normal tissue through a grid irradiation will be more effective than uniform ir-
radiation.

Conclusion: The transition from lumpy sharing doses in tissues to equivalent uniform dose present the
significant interest for the RT planning efficiency. Their study is necessary, where the radiation of bio-
subjects is influenced.

Key words: radiotherapy, tolerant dose, NTCP, reduction of the nonuniform dose distribution, grid 
diaphragms 
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