
Введение

Определение дозиметрических характе-
ристик применяемых в брахитерапии источни-
ков перед началом их клинического использо-
вания является требованием протокола
рабочей группы № 43 Американской ассоциа-
ции медицинских физиков [1]. Список парамет-
ров приведён там же, а в его более новой версии
– в [2]. Эти параметры важны для составления
плана лечения с помощью компьютерных си-
стем планирования облучения (СП), где одной
из ключевых характеристик источника являет-
ся его радиальная дозовая функция (РДФ) – g(r).
Детальное описание методики определения g(r)
приведено в [1].

РДФ должна аппроксимироваться поли-
номами 5-го порядка. Точность определения
коэффициентов полинома должна быть доста-
точной для того, чтобы погрешность
аппроксимации была не хуже 2 %. Протокол
призывает публиковать все данные проведён-
ных исследований, однако на практике обычно
ограничиваются табличными значениями в
отдельных точках. Данные по аппроксимации,

если и приводятся, то только для избранных
значений расстояния от источника. Настоя-
щая работа преследует цель проверки качества
аппроксимации РДФ для закрытых источников
гамма-излучения [3–10] полиномами 3–5 степе-
ней. Выбраны источники на основе радионук-
лидов 60Co, 137Cs и 192Ir: BEBIG-Co0.A86, BEBIG-
GK60M21, 3M_6500_6D6C, Amersham_CDCS-J,
BEBIG-GI192M11, Nucletron mHDR-v2,
Varian(classic), BEBIG-Ir2.A85-2.

Материал и методы

Выбор полиномов в качестве аппрокси-
мирующих функций не идеален. Несмотря на
их простоту и некоторое обоснование выбора
разложением в ряд Тейлора полиномиальные
функции не отражают физические особенно-
сти процессов взаимодействия фотонов с веще-
ством. Полиномиальная аппроксимация
предъявляет высокие требования к гладкости,
плохо подходит для зашумленных или быстро
меняющихся функций. При использовании по-
линомов высоких степеней возможно накопле-
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Обеспечение гарантий качества брахитерапии подразумевает высокую точность определения
поглощённой дозы, а, следовательно, высокую точность аппроксимации радиальной дозовой
функции (РДФ) при расчетах системами дозиметрического планирования. Цель работы заключа-
ется в исследовании качества аппроксимации радиальной дозовой функции полиномом 3–5 сте-
пени. Статистическая обработка проведена нелинейным методом наименьших квадратов. При
необходимой относительной погрешности аппроксимации РДФ не хуже чем ±25 % на
расстоянии 10 см и более от источника оптимальным выбором для аппроксимации РДФ пред-
ставляются полиномы 3 степени.
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ние ошибок, также будут неудовлетворитель-
ными результаты при аппроксимации неравно-
мерно распределенных данных. Вместе с тем,
полиномы позволяют достигать высокой точ-
ности аппроксимации экспериментальных то-
чек. Эти соображения приводят к выводу, что
целесообразнее использовать полиномы воз-
можно меньших степеней.

В качестве исходных данных приняты ре-
зультаты расчетов РДФ, выполненных различ-
ными авторами [3–10]. Эти данные аппрокси-
мированы полиномами 3–5 степеней (P3–P5).
Во всех случаях аппроксимация выполнена не-
линейным методом наименьших квадратов
при помощи пакета программ Gnuplot. Рассчи-
таны аппроксимированные значения функции
gfit(ri), относительная погрешность аппроксима-
ции в заданной точке:

(1)

среднее значение относительной погрешность
аппроксимации по всем точкам:

(2)

среднеквадратичная относительная погреш-
ность:

(3)

Эти параметры характеризуют точность
аппроксимации заданной функции в экспери-
ментально определенных точках. Также рас-
считан возможный коридор погрешностей ап-
проксимационной функции. Если функция
представлена в виде:

то в результате наличия неопределенности в
вычислении параметров ai–Δai≤ai≤ai+Δai, ниж-
няя оценка неопределенности самой функции
составляет:

(4)

Неопределенности в значениях отдель-
ных аппроксимационных коэффициентов
(стандартные ошибки коэффициентов регрес-
сии) для каждого источника определялись ме-
тодом максимального правдоподобия.

Формула (4) применима в случае, когда
неопределенности значений отдельных коэф-
фициентов (смешанный второй момент) неза-
висимы, т.е. соответствует оценке снизу. В слу-
чае наличия подобной зависимости из нера-
венства Шварца следует, что верхний предел
погрешности может быть найден согласно:

(5)

Таким образом, истинные значения могут
лежать в коридоре: gfit(r)±Δgfit(r).

Рассчитаны значения Δgfit(r) и Δgfit(r)/gfit(r),
последняя величина более наглядно представ-
ляет возможные неопределенности ап прок си -
ма ции.

Результаты

В табл. 1 приведены параметры, характе-
ризующие качество аппроксимации РДФ раз-
личных источников полиномами 3–5 степени
(сверху вниз в соответствующей ячейке). Как
видно из табл. 1, для всех источников (кроме
BEBIG-Co0.A86) качество аппроксимации
удовлетворяет требованиям TG-43 для полино-
мов всех рассматриваемых степеней. Для ис-
точника BEBIG-Co0.A86 отклонение функции
аппроксимации от расчетных значений не-
значительно превышает значения, ре ко мен до -
ван ные TG-43 (2,05 % против рекомен -
дованных 2 %).Сравнение по всем критериям
(1–3) показывает, что качество аппроксимации
сравнимо для всех ис сле дуе мых полиномов. На
рис. 1 представлены значения относительной
погрешности аппроксимации в эксперимен-
тальных точках для полиномов 3–5, рассчитан-
ные для источника BEBIG-Co0.A86.

На рис. 2 представлены типичные зависи-
мости относительной неопределенности резуль-
татов аппроксимации РДФ полиномами 3–5 сте-
пени, рассчитанной по формулам (4) и (5). Уве-
личение степени полинома приводит к резкому
увеличению возможной неопределенности ап-
проксимационной функции. Так, если на
расстояниях до 5 мм в зависимости от степени
полинома степень неопределенности колеблется
в пределах 2–20 %, то уже на расстояниях
порядка 10 мм – от 8 до 100 %. Таким образом,
оптимальным выбором для аппроксимации ра-
диальной дозовой функции являются полиномы
третьей степени. Подчеркнем, что возможная
неопределенность вызвана погрешностью опре-
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деления аппроксимационных коэффициентов,
вычисленных нелинейным методом наиме-
ньших квадратов, и характеризует, в первую
очередь, возможные ошибки вне интервала экс-
периментальных данных. Значения аппрокси-
мационных коэффициентов и их неопре делен -
нос ти представлены в табл. 2.

Выводы

В работе исследована зависимость каче-
ства аппроксимации радиальной дозовой
функции закрытых источников для брахитера-

А.В. Белоусов и соавт. Неопределённость аппроксимации радиальной дозовой функции... 71

2016, № 2“МЕДИЦИНСКАЯ ФИЗИКА”

Таблица 1
Параметры аппроксимации РДФ для различных источников, %
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Rmax 
2,05E-02 1,97E-02 2,42E-03 2,72E-03 2,41E-03 4,33E-03 1,97E-02 2,47E-03 
1,94E-02 1,86E-02 2,23E-03 1,50E-03 2,68E-03 4,81E-03 1,51E-02 2,69E-03 
1,92E-02 1,83E-02 2,13E-03 1,00E-03 2,35E-03 3,02E-03 1,20E-02 2,26E-03 

R  
4,18E-03 3,99E-03 6,76E-04 1,01E-03 7,12E-04 1,98E-03 5,19E-03 6,58E-04 
3,58E-03 3,39E-03 6,45E-04 6,74E-04 5,76E-04 1,78E-03 4,01E-03 5,72E-04 
3,37E-03 3,03E-03 5,94E-04 4,01E-04 5,97E-04 1,02E-03 3,56E-03 5,83E-04 

<R> 
6,59E-03 6,25E-03 9,22E-04 1,18E-03 9,09E-04 2,41E-03 6,92E-03 8,95E-04 
6,39E-03 6,03E-03 8,87E-04 7,78E-04 8,73E-04 2,27E-03 5,37E-03 8,71E-04 
6,37E-03 6,00E-03 8,65E-04 4,93E-04 8,37E-04 1,27E-03 4,53E-03 8,12E-04 

Рис. 1. Относительная ошибка аппроксимации ра-
диальной дозовой функции полиномами 3–5 степени
для источника BEBIG-Co0.A86

Рис. 2. Максимальное и минимальное значение относи-
тельной неопределенности аппроксимирующих поли-
номов для источника BEBIGCo0.A86 [3]: а – полином 3
степени; б – полином 4 степени; в – полином 5 степени
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Таблица 2
Значения аппроксимационных коэффициентов и их неопределенностей 

для полиномов 3–5 степеней

  Коэф. 
3 4 5 

Знач. Неопр. Знач. Неопр. Знач. Неопр. 

60Co-HDR-BEBIG-
Co0.A86 

A0 1,02E+00 4,56E-03 1,03E+00 5,90E-03 1,03E+00 7,81E-03 
A1 –1,81E-02 2,62E-03 –2,19E-02 5,70E-03 –2,39E-02 1,09E-02 
A2 9,73E-05 3,46E-04 1,08E-03 1,35E-03 1,88E-03 3,96E-03 
A3 –4,57E-06 1,18E-05 –8,64E-05 1,09E-04 –2,07E-04 5,67E-04 
A4 – – 2,11E-06 2,79E-06 9,47E-06 3,41E-05 
A5 – – – – –1,56E-07 7,20E-07 

60Co-HDR-BEBIG-
GK60M21 

A0 1,02E+00 4,32E-03 1,03E+00 5,57E-03 1,03E+00 7,36E-03 
A1 –1,80E-02 2,48E-03 –2,20E-02 5,37E-03 –2,44E-02 1,02E-02 
A2 8,02E-05 3,28E-04 1,10E-03 1,27E-03 2,09E-03 3,73E-03 
A3 –3,76E-06 1,12E-05 –8,89E-05 1,03E-04 –2,38E-04 5,33E-04 
A4 – – 2,19E-06 2,63E-06 1,13E-05 3,21E-05 
A5 – – – – –1,93E-07 6,78E-07 

137Cs-3M_6500_6D6C 

A0 1,01E+00 6,15E-04 1,01E+00 7,82E-04 1,00E+00 9,91E-04 
A1 –4,22E-03 3,52E-04 –3,61E-03 7,25E-04 –2,85E-03 1,32E-03 
A2 –1,06E-03 4,63E-05 –1,22E-03 1,71E-04 –1,54E-03 4,89E-04 
A3 2,02E-05 1,58E-06 3,35E-05 1,39E-05 8,18E-05 7,08E-05 
A4 – – –3,44E-07 3,58E-07 –3,33E-06 4,30E-06 
A5 – – - – 6,36E-08 9,13E-08 

137Cs-
Amersham_CDCS-J 

A0 1,00E+00 1,51E-03 9,98E-01 1,50E-03 9,95E-01 1,42E-03 
A1 –2,57E-03 1,26E-03 3,70E-03 1,94E-03 1,18E-02 2,56E-03 
A2 –1,44E-03 2,85E-04 –4,04E-03 7,44E-04 –9,09E-03 1,46E-03 
A3 2,98E-05 1,83E-05 4,15E-04 1,07E-04 1,68E-03 3,51E-04 
A4 – – –1,85E-05 5,10E-06 –1,55E-04 3,72E-05 
A5 – – – – 5,27E-06 1,43E-06 

192Ir-HDR_Bebig-
GI192M11 

A0 9,90E-01 6,08E-04 9,90E-01 7,83E-04 9,90E-01 9,96E-04 
A1 1,09E-02 3,49E-04 1,04E-02 7,56E-04 1,14E-02 1,38E-03 
A2 –1,98E-03 4,61E-05 –1,84E-03 1,79E-04 –2,28E-03 5,05E-04 
A3 3,39E-05 1,57E-06 2,19E-05 1,45E-05 8,83E-05 7,22E-05 
A4 3,09E-07 3,70E-07 –3,76E-06 4,35E-06 
A5 – – – – 8,62E-08 9,18E-08 

192Ir-HDR_Nucletron 
mHDR-v2 

A0 9,99E-01 1,30E-03 9,98E-01 1,51E-03 1,00E+00 1,04E-03 
A1 6,29E-03 1,05E-03 7,74E-03 1,96E-03 –8,85E-04 2,04E-03 
A2 –1,15E-03 1,90E-04 –1,68E-03 6,35E-04 3,30E-03 1,03E-03 
A3 –6,48E-05 9,19E-06 –2,45E-06 7,16E-05 –1,01E-03 1,99E-04 
A4 – – –2,27E-06 2,59E-06 8,10E-05 1,61E-05 
A5 – – – – –2,40E-06 4,62E-07 

192Ir-
HDR_Varian(classic) 

A0 9,68E-01 3,93E-03 9,63E-01 3,68E-03 9,59E-01 3,62E-03 
A1 2,37E-02 3,16E-03 3,58E-02 4,76E-03 5,01E-02 7,09E-03 
A2 -3,62E-03 5,73E-04 –8,09E-03 1,55E-03 –1,63E-02 3,59E-03 
A3 4,18E-05 2,77E-05 5,66E-04 1,75E-04 2,24E-03 6,92E-04 
A4 – – –1,91E-05 6,31E-06 –1,57E-04 5,60E-05 
A5 – – – – 3,97E-06 1,61E-06 

192Ir-HDR-Bebig-
Ir2.A85-2 

A0 9,90E-01 5,98E-04 9,90E-01 7,80E-04 9,89E-01 9,64E-04 
A1 1,09E-02 3,44E-04 1,05E-02 7,53E-04 1,19E-02 1,34E-03 
A2 –1,98E-03 4,54E-05 –1,87E-03 1,78E-04 –2,44E-03 4,89E-04 
A3 3,39E-05 1,55E-06 2,47E-05 1,44E-05 1,09E-04 6,99E-05 
A4 – – 2,38E-07 3,69E-07 –4,95E-06 4,21E-06 
A5 – – – – 1,10E-07 8,89E-08 
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пии полиномами 3–5 степени. Оптимальным
выбором для аппроксимации радиальной дозо-
вой функции представляются полиномы 3 сте-
пени, по крайней мере, в том случае, если не-
обходимо достичь точности ап прок си ми рую -
щей функции не хуже ±25 % на расстоянии
10 см. В публикациях требуется приводить не
только параметры аппроксимации, но и по-
грешности их определения, с указанием всего
набора сведений, однозначно определяющих
способ и условия вычисления параметров. При
вычислении поглощенной дозы на системах
планирования с предустановленными аппрок-
симирующими функциями в виде полиномов
пятой степени, необходимо иметь в виду, что на
расстояниях более 10 см от источника неопре-
деленность вычисления поглощенной дозы
может достигать 102–105 %.
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UNCERTANTY OF THE RADIAL DOSE FUNCTION OF BRACHYTHERAPY SOURCES 
APPROXIMATION WITH POLINOMIALS OF DEGREES 3–5

A.V. Belousov, A.A. Belianov, A.P. Chernyaev
M.V. Lomonosov Moscow State University, Moscow, Russia

Quality assurance of brachytherapy means providing high precision of absorbed dose determination,
and therefore high precision of radial dose function (RDF) approximation. Quality of RDF fitting with
polynomials of degrees 3–5 was investigated. Statistical processing was conducted with non-linear
least square method. With required relative error of fitting to be less then ±25 % at the 10 cm and more
distance from a source, the best choice for approximation of RDF is polynomial of degree 3.

Key words: brachytherapy, radial dose function, polinomial approximation

E-mail: belousovav@physics.msu.ru


