
Введение

В системах 3-мерного дозиметрического
планирования дистанционной лучевой тера-
пии пучками фотонов и тормозного излучения
широкое применение нашли модельные мето-
ды [1], основанные на использовании дозовых
ядер (англ. dose kernel) для элементарных ис-
точников фотонов. Эти дозовые ядра, пред-
ставляющие собой относительные распределе-
ния поглощенной энергии в единице объема
водной среды, обычно предварительно рассчи-
таются методом Монте-Карло. Наиболее широ-
кое распространение в настоящее время в си-
стемах 3-мерного дозиметрического планиро-
вания (3М СДП) дистанционной лучевой тера-
пии получила модель тонкого луча (ТЛ) (англ.
pencil beam) [2]. 

Развивая эту модель, А. Анешо с коллега-
ми [2] предложил удобную аналитическую ап-
прокси-мацию дозового ядра ТЛ для фотонов со
спектром тормозного излучения 5, 8 и 18 МВ.
Важной особенностью аппроксимации

А. Анешо является приближенное раздельное
описание первичного и рассеянного компонен-
тов дозы. Аппроксимация содержит два эмпи-
рических коэффициента (по одному для каждо-
го компонента) для каждой глубины, значения
которых в работе [2] подбирали с помощью не-
линейного метода наименьших квадратов, ис-
пользуя результаты расчета дозовых ядер ТЛ
методом Монте-Карло. На основе предложен-
ной аналитической аппроксимации А. Анешо и
соавт. разработали один из самых быстрых ал-
горитмов расчета 3-мерных дозовых распреде-
лений. Ускорение расчетов в нем происходит за
счет триангуляции поля излучения и сведения
расчета дозы, создаваемой отдельным тре-
угольным сектором поля, к интегралу Зиверта.

В работах [3–5] методом Монте-Карло бы-
ли рассчитаны дозовые ядра для большого на-
бора моноэнергетических источников фотонов
в геометрии тонкого луча (ТЛ) в диапазоне
энергии от 0,1 МэВ до 25 МэВ, в том числе и
для энергии 1,25 МэВ. Там же для этих источ-
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ников были предложены аппроксимационные
формулы, с хорошей точностью описывающие
пространственные распределения дозовых
ядер для первичной и рассеянной компонент.
Однако аналитическая форма этих формул не
позволяет свести расчет дозы к сумме интегра-
лов Зиверта. С другой стороны, в России и во
многих других странах достаточно широко
применяются терапевтические аппараты, за-
ряженные источниками с радионуклидом 60Со,
как например, аппарат РОКУС. Используемые в
них источники имеют достаточно большие
размеры          (~20×20 мм), поэтому спектр выхо-
дящего из них излучения состоит не из двух
линий (1,17 и 1,33 МэВ) со средней энергией
1,25 МэВ, а модифицируется вследствие погло-
щения и рассеяния фотонов в источнике и го-
ловке аппарата. Данный спектр был рассчитан
нами ранее методом Монте-Карло [6].

Материал и методы

Значения дозового ядра ТЛ в воде для фо-
тонов со спектром аппарата РОКУС были рас-
считаны методом Монте-Карло, с применением
программного комплекса EGSnrc [7]. Расчеты
дозовых ядер, выполненные ранее [2–5], были
проведены с  помощью программы EGS4 или
программы GEWATER. В настоящей работе в
качестве рас-четного инструмента выбран код
EGSnrc, являющийся улучшенной версией ко-
да EGS4. В частности, существенной модифи-
кации подверглось моделирование транспорта
низкоэнергетических фотонов и электронов,
включены учет связи электронов в атоме и про-
цессы релаксации атомов после комптоновско-
го рассеяния и фотопоглощения фотонов и др.
Геометрия расчета показана на рис. 1.

Дозовое ядро ТЛ определяется как доля от
энергии фотонов тонкого луча, поглощаемая в
единице объема среды вблизи произвольной
точки . Учитывая, что в принятой для модели
геометрии ТЛ падает нормально на полубеско-
нечную среду, ядро ТЛ зависит от глубины рас-
положения расчетной точки z, ее расстояния от
оси источника r и от энергии фотонов Е. Будем
обозначать это ядро через Ктл(E,z,r). Значения
ядра в работе были определены для глубин
z=0,2÷43,0 см и для радиусов r=0,01÷40,0 см.

В работе [2] А. Анешо и соавт. предложили
аппроксимировать дозовое ядро ТЛ в гомоген-
ной водной среде для конкретного спектра

удобным аппрокси ма цион ным выражением в
виде:

КТЛ(z,r) = (Az·e
–az·r+Bz·e

–bz·r)/r, (1)

где Az, Bz, az и bz – эмпирические коэффициенты,
зависящие от спектра пучка и глубины точки
расчета. Причем авторы попытались выпол-
нить аппроксимацию так, чтобы первый член в
формуле (1) описывал первичный компонент
ядра (доза от электронов, образующихся при
взаимодействии с водой первичного излуче-
ния), а второй член – рассеянный компонент
(доза от фотонов, рассеянных в воде). Однако
позднее в работе [5] было показано, что резуль-
таты работы [2] при таком подходе для глубин
z <10 см переоценивают первичный компо-
нент, а рассеянный компонент недооценивают.

Прямой 3М расчет дозы на основе модели
ТЛ состоит в численном расчете многократного
интеграла по спектру пучка и по площади попе-
речного сечения пучка на поверхности облу ча -
емо го объекта (рис. 2) или в плоскости изоцент-
ра. Формула имеет следующий вид:

(2)

где ΨЕ – распределение флюенса энергии фото-
нов в площади поперечного сечения и по
энергии падающего пучка фотонов; ρ – плот-
ность среды.

Численный расчет многократных интег-
ралов для всех точек детектирования очень
трудоемок и, соответственно, требует длитель-
ного времени. Методика триангуляции, приме-
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Рис. 1. Геометрия расчета



ненная для расчета дозы в [2], заключается в
разделении поля излучения (поперечное сече-
ние пучка фотонов) на отдельные треугольники
и далее в представлении отдельного треуголь-
ного сектора в виде суперпозиции двух
прямоугольных треугольников (рис. 3).

Значение дозы, создаваемое на глубине z
сектором поля в виде прямоугольного тре-
угольника, определяется следующим выраже-
нием, которое при условии, что дозовое ядро
описывается формулой (1), аналитически
интегрируется:

(3)

где Ψ – флюенс энергии фотонов, усредненный по
площади сектора; одномерные интегралы во вто-
рой части выражения известны в литературе как
интегралы Зиверта первого рода. Их численные
значения можно найти в справочной литературе
или предварительно протабулировать.

Таким образом, для расчета дозы на за-
данной глубине требуется знать эмпирические
коэффициенты, входящие в аппроксимацион-
ную формулу (1). Однако попытки аппроксими-
ровать полученные значения дозового ядра ТЛ
для фотонов со спектром аппарата РОКУС фор-
мулой (1) не дали желаемой точности. Поэтому
нами был использован несколько другой под-
ход к получению аппроксимационных формул.

Дозовое ядро ТЛ для фотонов со спектром
аппарата РОКУС было разделено на две компо-
ненты:

КТЛ=КТЛ,р+КТЛ,s,       (4)

где КТЛ,р – первичная компонента; КТЛ,s – рассе-

янная компонента дозового ядра.
Для аппроксимации радиальной зависи-

мости каждой компоненты применено следую-
щее аналитическое выражение:

(5)

где j = p или s для первичной и рассеянной ком-
понент соответственно; Nj – число членов
суммы для первичной (j = p) и рассеянной
компонент (j = s); Ci и ki – эмпирические коэф-
фициенты, зависящие от глубины.

Значения эмпирических коэффициентов
находились с помощью подгонки к результатам
расчета дозового ядра методом Монте-Карло.
Методика подгонки, подробно описанная в [6],
представляла сочетание метода случайного по-
иска с методом нелинейной регрессии.
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Рис. 2. К расчету дозы в модели тонкого луча

Рис. 3. Метод триангуляции при расчете доз от пучков с произвольным поперечным сечением: а – разделе-
ние поля на треугольные секторы; б –  представление произвольного треугольного сектора в виде суммы
двух прямоугольных; в – к расчету дозы от сектора в виде прямоугольного треугольника
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Важно отметить, что выбранная форма
аппроксимации (5) позволяет достаточно про-
сто применить при расчете дозы метод триан-
гуляции. Значение дозы в этом случае можно
найти по формуле:

(6)

Отметим, что глубинное распределение
отдельных компонент дозы (первичной или
рассеянной) по оси дискового мононаправлен-
ного источника радиусом R, фотоны которого
нормально падают на водный фантом, опреде-
ляется из данных по аппроксимации дозового
ядра ТЛ следующим выражением:

(7)

где эмпирические коэффициенты и число членов
суммы берутся для конкретной компоненты.

Будем называть для удобства выражение
для определения дозы (7) интегральной формой
дозового ядра ТЛ.

Результаты

Проведенные исследования показали,
что для аппроксимации обеих компонент до-
зового ядра с удовлетворительной для прак-
тике точностью достаточно оставить в фор-
муле (5) четыре члена, т.е. взять Np=Ns=4.
Средняя погрешность аппроксимации для
дозового ядра в дифференциальной форме
(5) при этом оказалась ≤3 % для первичной
компоненты. Для рассеянной компоненты
средняя погрешность аппроксимации
получилась ≤5 % за исключением области
больших r≥25 см. Пример аппроксимации
показан на рис. 4 и 5. Вместе с тем расчет
доз в лучевой терапии фактически прово-
дится через интегралы от дифференциаль-
ной формы дозовых ядер (например, форму-
лы (6) и (7)). Погрешность интегральной фор-
мы дозового ядра на практике мало связана с
погрешностью аппроксимации дифференци-
альной формы в отмеченном интервале и
среднеквадратичная погрешность аппрокси-
мации этой формы оказалась меньше 5 %.

Графическая иллюстрации данного ут верж -
де ния показана на рис. 6.

Полученные в работе значения эмпири-
ческих коэффициентов для отдельных компо-
нент дозового ядра ТЛ в дифференциальной
форме на нескольких глубинах в водной среде в

20

2015, № 2 “МЕДИЦИНСКАЯ ФИЗИКА”

Рис. 4. Сравнение радиальных зависимостей ре-
зультатов расчета первичной компоненты дозово-
го ядра ТЛ фотонов со спектром аппарата РОКУС
методом Монте-Карло (•) с результатами аппрок-
симации (—) этой величины по формуле (5) для раз-
ных глубин в водном фантоме: 1) z=0,7; 2) z=4,5; 
3) z=9,5; 4) z=31 см 

Рис. 5. Сравнение радиальных зависимостей ре-
зультатов расчета рассеянной компоненты (•) и
полного значения дозового ядра ( ) ТЛ фотонов со
спектром аппарата РОКУС с результатами ап-
проксимации (- - -  и — ) этих величин по формуле (5)
для разных глубин в водном фантоме: 1) z = 0,7;
2) z=14; 3) z = 31 см
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виде примера приводятся для первичной
компоненты в табл. 1 и для рассеянной
компоненты в табл. 2. Полная версия эмпири-
ческих коэффициентов может быть предостав-
лена авторами по отдельному запросу.

Обсуждение результатов

Выше отмечалось, что значение дозово-
го ядра ТЛ в интегральной форме (7) на кон-
кретной глубине z в воде для радиуса R экви-
валентно дозе, создаваемой дисковым моно-
направленным источником радиусом R на той
же глубине z при условии одинакового спек-
тра. Учитывая это, для дополнительной про-
верки точности аппроксимации было прове-
дено сравнение результатов расчета дозового
ядра ТЛ в интегральной форме по формуле (7)
для разных значений R с прямым расчетом

Таблица 1
Значения аппроксимационных коэффициентов для расчета первичной компоненты 

дозового ядра ТЛ фотонов со спектром терапевтического аппарата РОКУС 
для некоторых значений Z

Глубина в водном 
фантоме Z, см 

Коэффициенты Ci 

C1 C2 C3 C4 

0,7 −1,7231e+003 −1,9219e+002 −6,1638e+002 −5,7622e+001 
5,5 3,8273e+003 1,0138e+003 1,0357e+003 3,0895e+002 

20,0 −2,5579e+003 −1,0682e+003 −6,8932e+002 −4,1051e+002 
31,0 4,5373e+002 2,4664e+002 2,7001e+002 1,5919e+002 

Глубина в водном 
фантоме Z, см 

Коэффициенты ki 
k1 k2 k3 k4 

0,7 1,9060e+001 1,8763e+001 1,8498e+001 1,8125e+001 
5,5 1,9260e+001 1,9140e+001 1,8642e+001 1,8576e+001 

20,0 1,9536e+001 1,9597e+001 1,9040e+001 1,8843e+001 
31,0 2,0060e+001 1,9768e+001 1,9331e+001 1,9101e+001 

Таблица 2
Значения аппроксимационных коэффициентов для расчета рассеянной компоненты 

дозового ядра ТЛ фотонов со спектром терапевтического аппарата РОКУС 
для некоторых значений Z

Глубина в водном 
фантоме Z, см 

Коэффициенты Ci 

C1 C2 C3 C4 

0,7 3,9202e−005 8,1899e−002 1,5238e−004 8,2347e−005 
5,5 4,5880e−004 3,0226e+000 −3,6142e−005 −3,7617e−005 

20,0 −4,9997e−004 2,1091e+001 −1,0305e−003 −1,4155e−003 
31,0 9,6082e−005 2,4092e+001 9,2868e−004 1,3752e−003 

Глубина в водном 
фантоме Z, см 

Коэффициенты ki 
k1 k2 k3 k4 

0,7 8,1899e−002 1,4989e−001 9,1043e−002 6,6623e−002 
5,5 3,0226e+000 3,0180e+000 3,0180e+000 3,0179e+000 

20,0 2,1091e+001 2,2546e+001 2,2546e+001 2,2546e+001 
31,0 2,4092e+001 2,2060e+001 2,2060e+001 2,2060e+001 

Рис. 6. Сравнение радиальных зависимостей ре-
зультатов расчета интегральной формы дозового
ядра ТЛ фотонов со спектром аппарата РОКУС
методом Монте-Карло ( ) с результатами аппрок-
симации (—) этой величины по формуле (7) для раз-
ных глубин в водном фантоме: 1) z=0,7; 2) z=5,5; 
3) z=20,0; 4) z=31 см
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методом Монте-Карло дозовых распределе-
ний по оси дисковых мононаправленных ис-
точников в воде при тех же значениях радиу-
са R. Для примера некоторые результаты
сопоставления по ка за ны на рис. 7. Из
сравнения результатов можно сделать вывод
о хорошей точности расчета дозового ядра ТЛ
в воде для спектра фотонов аппарата РОКУС
по предложенной аппроксимационной фор-
муле (5) при использовании полученных в на-
стоящей работе значений аппроксимацион-
ных коэффициентов. Небольшое различие на-
блюдается только на глубинах z=0,5–1,5 см.
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