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Введение

Актуальной проблемой современной ра-
диологии является создание математических
моделей (ММ), которые позволяют рассчитать
вероятности возникновения лучевых осложне-
ний (ВЛО) для произвольных доз и объемов
облученных тканей. ММ для расчета ВЛО,
предложенная Lyman в 1985 г. [1], была одной
из первых таких моделей. В 1989 г. она была до-
полнена моделью Kutcher, Burman [2], которая
осуществляет преобразование неоднородного
распределения доз в эквивалентное однород-
ное дозовое распределение. Совокупная модель
Lyman–Kutcher–Burman получила название
модели LKB. Возможности ее использования
для планировании ЛТ и оценки вероятностей
лучевых осложнений в нормальных органах и
тканях были рассмотрены в работах [3–5] и др.
Настоящая работа посвящена анализу модели
LKB.

Материал и методы

Модель Lyman [1]. Для фиксированного
режима фракционирования дозы (ФД) и объема
однородного облучения ткани объема V дозой
D, Lyman предложил описывать ВЛО в ткани
P(D) с помощью функции нормального распре-
деления вероятностей (НРВ):

(1)

где D0,5 – доза, которая приводит к ВЛО=0,5;
σ >0 – дисперсия случайной величины, единица
измерения отклонения случайной величины D
от ее средней величины D0,5. Практически вся
площадь под графиком функции (1) заключена
в интервале D∈[D0,5–4σ, D0,5+4σ], 99,7 %
площади – в интервале D∈[D0,5–3σ, D0,5+3σ],
95,6 % – в интервале D∈[D0,5–2σ, D0,5+2σ] и
68,3 % площади – в интервале D∈[D0,5–σ, D0,5+σ].
График функции (1) имеет S-образную форму.
Его крутизна определяется значением σ, кото-
рая имеет размерность дозы. Чем меньше σ,
тем круче возрастает график функции (1) с ро-
стом дозы. Сделав замену переменной D на
F(P)=(D–D0,5)/σ, получаем приведенную к нулю
функцию НРВ.

(2)

Для настройки модели (2) на системати-
зированном клиническом материале необходи-
мо определить два параметра – D0,5 и σ. Расчет
величины F(P) с учетом объема V при фиксиро-
ванной разовой дозе d Lyman предложил осу-
ществлять следующим образом:

F(P)=[D–D0,5(V)]/σ (V)=[D–D0,5(V)]/[mD0,5(V)],

σ (V)=mD0,5(V) и D0,5(V)=D0,5(1)V–b,   (3)
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D0,5(1)=D0,5(V)V–b, P(D0,5(1))=0,5,

где D0,5(1) – приведенное к единичному объему
значение дозы тотального облучения ткани,
которая приводит к ВЛО=0,5. Таким образом,
Lyman полагал, что дисперсия случайной ве-
личины пропорциональна величине D0,5(V), а
коэффициент пропорциональности m можно
рассматривать как постоянную величину, ха-
рактерную для облучаемой ткани. Далее мы по-
кажем, что обобщением этого свойства модели
Lyman может служить хорошо известное соот-
ношение между толерантными дозами и объе-
мами облученных тканей:

D(P,V1)/D(P,V2)=(V1/V2)–b.   (4)

Заметим, что в рассматриваемой модели
считается, что параметры D0,5 и σ зависят от V,
однако нигде не указывается, что при этом
должно выполняться соотношение (4). С помо-
щью (3) можно получить соотношения, которые
могут быть полезными при анализе клиниче-
ской информации и определении возможности
ее адекватного описания с помощью модели
Lyman: 

1) При V1=V2=V, P1≠P2, D1≠D2, получаем:
D(P1,V)/D(P2,V)=
=[D0,5(1)+F(P1)σ (1)]/[D0,5(1)+F(P2)σ (1)].    (5)

2) При D1=D2=D, V1≠V2, P1≠P2, находим:
[D0,5(1)+F(P1)σ (1)]/[D0,5(1)+F(P2)σ (1)]=
=(V1/V2)–b.    (6)

3) При P1=P2=P, D1≠D2, V1≠V2 получаем (4).

Заметим, что если число сеансов облуче-
ния N фиксировано, и D зависит от V, тогда и d
также должна зависеть от V, т.к. D(V)=Nd(V) и
D(1)=Nd(1). Следовательно, d(V)=d(1)V–b! Это
свойство разовой дозы обычно не принималось
во внимание.

Модифицированная функция Вейбулла
для описания ВЛО

Для расчета ВЛО (или вероятности отсут-
ствия лучевого осложнения ВОЛО=1–ВЛО) как
функции V и D (при фиксированной схеме ФД)
мы предложили использовать модифицирован-
ную функцию распределения Вейбулла:

(7)

где P(D,V)=ВЛО, Q(D,V)=1–P(D,V), A1, A2, b – пара-
метры модели. Любой из параметров (P,D,V),
может быть выражен через два других. Отсюда
следует, что для рассматриваемой ткани толе-
рантная доза уровня Q есть величина посто-
янная D(Q,1)=D(Q,V1)V1

b=D(Q,V2)V2
b=...=D(Q,V)Vb.

Описание неоднородного распределения
дозы в виде дифференциальной 
гистограммы доза–объем (ДГДО)
Пусть объем облученной ткани V<V0 разделен
на m равных элементарных объемов g таким
образом, что распределение дозы в любом эле-
ментарном объеме g можно считать однород-
ным (в заданных пределах). V0 – объем всей рас-
сматриваемой ткани, V=mg, V0=Mg. M – количе-
ство элементарных объемов в объеме V0. Тогда
распределение дозы в m элементарных объе-
мах можно описать вектором (D1,…,Dm). Пусть
Dmin и Dmax – минимальное и максимальное
значение элементов вектора. Разделим дозо-
вый интервал [Dmin, Dmax] на N частей,
N=(Dmax–Dmin)/ΔD, где ΔD – шаг изменения дозы.
Для каждого i-го из N дозовых интервалов опре-
делим соответствующий ему суммарный объем
дозового поля vi, перебрав значения дозы в m
элементарных объемах по следующему
правилу:

vi=vi+g, если Dmin+(i–1)ΔD≤Dj<Dmin+i)ΔD,
j=1,…,m, i=1,…,N.       (8)

Получаем ДГДО, которую можно описать
как множество H в виде набора значений доз,
равных средним значениям дозы в интервалах
Dj=Dmin+(j–0,5)ΔD, j=1,...,N и соответствующих
им объемов vi, i=1,…,N:

H={(D1,v1),…,(DN,vN).     (9)

При создании и использовании ДГДО не-
обходимо отчетливо понимать, с какими харак-
теристиками дозового поля мы имеем дело и
как они, в результате создания ДГДО, отли-
чаются от характеристик реального дозового
поля. Элемент множества ДГДО дает информа-
цию о том, что объем ткани, который получит
дозу от Dk до Dk+1, будет Vk. Процедура обработки
реального дозового поля и замена его на ДГДО
необратима. Невозможно, используя ДГДО,
восстановить пространственную структуру ре-
ального дозового поля. При этом актуальной
проблемой является обоснование утверждения
о том, что все однородные и неоднородные до-
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зовые поля для одной и той же ткани, имеющие
одинаковые ДГДО, имеют равные (или близкие)
значения ВЛО, т.е. эквивалентны по ВЛО. 

Модель LKB 

Авторы [2] дополнили модель Lyman [1],
включив в нее описание преобразования не-
однородного дозового распределения, упоря-
доченого в виде ДГДО, в эквивалентное одно-
родное распределение дозы:

(10)

где Di – однородное значение дозы в относи-
тельном объеме vi, i=1,…. Объединенная модель
LKB часто используется для расчета ВЛО при
однородном и неоднородном распределении
дозы в органах и тканях. Однако в работе [2]
ничего не говорится о том, каким образом сле-
дует определять параметр модели n. Отсутству-
ет обоснование того, что неоднородное и одно-
родное распределение дозы приводит к одному
и тому же значению ВЛО (эквивалентны по
ВЛО). Предложение использовать в качестве
параметра n=1/b, где b – параметр модели (4),
ничем не обосновано. Как будет показано ни-
же, модель (10) можно получить из модифици-
рованного распределения Вейбулла, а опреде-
ленный при этом параметр модели приводит к
эквивалентности по ВЛО неоднородного и од-
нородного распределения дозы.

Результаты

Анализ модели Lyman

Покажем, что для нее должно выполнять-
ся соотношение (4), и что величину m действи-
тельно можно рассматривать как параметр, ха-
рактеризующий радиобиологические свойства
органа или ткани, если выполняется ограниче-
ние (4).

Пусть разным объемам одной и той же
ткани V1 и V2, и дозам D(V1) и D(V2) соответствует
одно и то же значение ВЛО=P. Тогда любой паре
значений D(V) и V в (3) должно соответствовать
одно и то же значение F(P):

F(P)=[D(P,V)–D0,5(V)]/σ (V) или
D(P,V)=D0,5(V)+F(P)σ (V).        (11)

Рассмотрим отношение толерантных доз
уровня P для разных объемов одной и той же
ткани. С учетом (3) и (5) получаем:

(12)  

Следствие 1. Анализ модели показал, что
для нее справедливо соотношение (4).

Следствие 2. Из (2) получаем:

σ (V)=mD0,5(V)=mD0,5(1)V–b=σ (1)V–b,    (13)

т.е. дисперсия есть убывающая функция объе-
ма облученной ткани. Действительно, чем
больше V, тем круче возрастает график ВЛО с
ростом дозы, тем меньше должна быть диспер-
сия. Это положение подтверждается и
клиническими данными. 

Следствие 3. Из (13) следует, что
σ (V1)/σ (V2)=(V1/V2)–b, и при облучении одной и
той же ткани с фиксированной схемой фрак-
ционирования, но с разными V и D, которые
приводят к одному и тому же значению P, долж-
ны выполняться соотношения:

(14)

и D(P,1)=D0,5(1)+F(P)σ (1)=const(P).   (15)

Для фиксированного значения P приве-
денная к единичному объему доза является
константой для рассматриваемой ткани. Она
может быть использована для проверки адек-
ватности модели Lyman к систематизирован-
ной клинической информации. В окончатель-
ном виде модель, связывающая D, V и параметр
F(P), может быть записана следующим образом:

D(P,V)=[D0,5(1)+F(P)σ (1)]V–b,   (16)

F(P)=[D(1)–D0,5(1)]/σ (1).   (17)

D(P,1)=D0,5(1)+F(P)σ (1).    (18)

Отсюда найдем значение

m=σ (V)/D0,5(V)=σ (1)/D0,5(1),   (19)

которое действительно может служить харак-
теристикой (константой или инвариантом) для
рассматриваемой ткани для фиксированного
фракционирования.
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Построение модели преобразования ДГДО 
и эквивалентность по ВЛО неоднородного
и однородного дозового поля

Покажем, что ММ, описывающая пре-
образование неоднородного распределения доз
в эквивалентное по ВЛО однородное распреде-
ление, может быть выделена из модифициро-
ванного распределения Вейбулла (7). Получен-
ный при этом параметр модели действительно
приводит к строго эквивалентному по ВЛО од-
нородному распределению дозы. Пусть неодно-
родное распределение дозы в ткани описывает-
ся в виде ДГДО (9) и справедливы следующие
предположения:

Предположение 1. ВОЛО в i-ом элемен-
тарном объеме ткани, i=1,...,m, зависит от дозы
Di в элементарном объеме g, величины элемен-
тарного объема, объема всей облученной ткани
V=mg, и не зависит от распределения доз в дру-
гих элементарных объемах.

Предположение 2. ВОЛО в i-ом элемен-
тарном объеме g при его однородном облучении
дозой Di, при объеме облученной ткани V>g,
описывается с помощью модели, основанной на
модифицированной функции Вейбулла (7):

(20)

Их уравнения (20) можно получить, что:

(21)

Из предположений 1 и 2 следует, что ВОЛО
в элементарном объеме g равна ВОЛО в объеме
V при облучении дозой Di в степени g1=g/V≤1,
которая является относительной величиной
элементарного объема. При сделанных предпо-
ложениях ВОЛО в ткани для неоднородного
облучения может быть представлена как:

(22)

т.е. ВОЛО в ткани есть среднее геометрическое
от ВОЛО при облучении объема V дозами Di,
i=1,...,m. Из (22), учитывая (4), получаем:

(23)

Положим:

(24)

Адекватная доза (АД) однородного облучения,
эквивалентная по критерию Q неоднородному
распределению дозы, будет:

(25)

(26)

где DАД является эквидозиметрической скаляр-
ной величиной [7]. Очевидно, что если дозовый
интервал в рассматриваемом объеме V разде-
лен на N частей и распределение доз описыва-
ется в виде ДГДО, АД можно рассчитать сле-
дующим образом:

(27)

где vi=kg, k – число, которое показывает, сколь-
ко раз значение di в элементарном объеме g по-
падает в i-ый дозовый интервал. Параметр А
модели (27) равен параметру А2 в модели (7).

Таким образом, мы получили модель для
расчета АД однородного облучения ткани, ко-
торая эквивалентна по ВЛО ее неоднородному
облучению. Заметим, что выражение (22) мож-
но рассматривать как самостоятельную модель
для расчета DАД.

Следствие 4. Мы получили важный ре-
зультат. Заключается он в том, что параметр А
модели (27), с помощью которого осуществ-
ляется преобразование ДГДО и определяется
DАД(H) однородного облучения, совпадает с па-
раметром А2 модели (7). Таким образом, опреде-
ляя параметры модели (7) из клинической ин-
формации, мы одновременно определяем и
параметр A2.

Следствие 5. Зная значения суммарных
доз, которые при облучении V с фиксирован-
ным фракционированием приводят к ВЛО,
равным P1 и P2:

и (28)

находим из системы уравнений (28):

Но не зависит от V. 
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(Напомним, что величина d фиксированa). Сле-
довательно, параметр А2 моделей (25) и (27) не
зависит от V.

Обсуждение

Свойства модели (25)
Анализ MM, позволяющих рассчитывать

ВЛО и осуществлять преобразование неодно-
родных дозовых распределений, позволяют
сделать ряд предварительных заключений о
радиобиологических свойствах органов и
тканей.

Утверждение 1. Для фиксированной ин-
тегральной дозы в объеме облученной ткани,
или для фиксированного значения Dсред в объе-
ме облученной ткани, наименьшее значение
ВЛО в ткани соответствует ее однородному
облучению средней дозой. Любое неоднородное
облучение ткани при фиксированной интег-
ральной дозе приводит к увеличению значения
DАД и, следовательно, ВЛО.

Доказательство этого утверждения мож-
но найти в [8]. Отсюда следует, что для умень-
шения лучевой нагрузки на нормальные орга-
ны и ткани надо учитывать не только интег-
ральные дозы, но и распределения доз, т.е. ве-
личину DАД.

Введем в рассмотрение функцию Ψ=А2b и
покажем, что ее можно связать с радиобиологи-
ческими свойствами нормальных и опухолевых
тканей.

Утверждение 2. Если параметры А2 и b
связаны соотношением Ψ=A2b=1 (или b=1/A2,
или A2=1/b), то лучевые повреждения элемен-
тарных объемов ткани не зависят от объема
всей облученной ткани.

Доказательство. Мы должны показать,
что Ψ=1, ВОЛО=Q в ткани равна ВОЛО в m рав-
ных элементарных объемах g=V/ΔV, на кото-
рые разделен облучаемый объем V, а ВОЛО в
элементарном объеме не зависит ни от распре-
деления доз в других элементарных объемах,
ни от объема всей облученной ткани. Действи-

тельно, полагая в формуле (22) ,

и, учитывая, что b=1/A2, получаем:

(29)

где q(Di,ΔV) – ВОЛО в i-ом элементарном объеме
и лучевые повреждения элементарных объемов
ткани не зависят от V всей облученной ткани.

Из утверждения 2 следует, что если вы-
полняется его условие, то можно считать, что
ткань “слабо организована”, тканевая органи-
зация клеток ткани слаба или отсутствует во-
все. Таким свойством, скорее всего, должна
обладать опухолевая ткань, клетки которой об-
разуют слабосвязанную организацию по
сравнению со здоровыми тканями.

Следствие 6. Для опухолевой ткани, у ко-
торой структурная организация клеток в тка-
невую систему выражена слабо, параметр Ψ
должен быть близок к единице, |b|A2→1. Отсю-
да следует, что для опухолевой ткани парамет-
ры |b| и A2, в первом приближении, могут быть
связаны соотношениями: |b|≈1/A2 или
A2=1/|b|. Возможно, что для некоторых опухо-
лей это может оказаться не так. Окончатель-
ный вывод можно будет сделать только в ре-
зультате накопления, систематизации и обра-
ботки клинической информации. Следующее
утверждение доказывает, что для нормальной
ткани значение параметра Ψ должно быть
больше 1.

Утверждение 3. Пусть однородное облу-
чение объема V1 дозой D1 приводит к ВЛО=Р, и
однородное облучение объема V2 этой же ткани,
V2>V1, дозой D2, D2<D1, также приводит к
ВЛО=Р, тогда:

Ψ=bA2>1.    (30)

Доказательство. ВОЛО в элементарном
объеме ΔV можно описать следующим образом:

(31)

где (32)

Здесь DVef – эффективный элементарный
объем, когда облучается объем V>ΔVef. Случай,
когда Ψ=1, уже был нами рассмотрен. В выра-
жении (32) он приводит к равенству ΔVef=ΔV.
Влияние всего облучаемого объема на ВОЛО в
элементарном объеме, как это следует из (32),
будет сказываться следующим образом. Для
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фиксированных D и g увеличение V должно
приводить к уменьшению ВОЛО в g (к увеличе-
нию ВЛО) и, следовательно, к увеличению ΔVef,
т.к. только ΔVef в (32) связано с V. Нетрудно ви-
деть, что ΔVef>ΔV в том случае, когда bA2>1. Дей-
ствительно, в этом случае 1–1/bA2≥0 и, т.к.
V>ΔVef, ΔVef>ΔV.

В [8] мы показали, что для любого
фиксированного значения b, 0≤b<1, с ростом
Ψ=bA2, график функции P(D,V) от D до точки пе-
региба функции будет становиться все более
пологим. Чем больше А2, тем ближе график
функции к оси абсцисс.

Мы также показали, что при одном и том
же неоднородном распределении дозы и одина-
ковых ДГДО в двух разных тканях, АД однород-
ного облучения ткани будет тем больше, чем
больше значение А2.

Обсуждение и выводы

Mодель LKB состоит из двух обособленных
моделей, модели Lyman, предназначенной для
расчета ВЛО в ткани в зависимости от D и V при
фиксированной схеме ФД, и модели Kutcher-
Burman, предназначенной для преобразования
неоднородного дозового распределения в экви-
валентное однородное распределение дозы.

Модель Lyman основана на функции нор-
мального распределения вероятностей и  поз-
воляет рассчитывать ВЛО в зависимости от D и
V при ее однородном облучении. Для учета
объема облученной ткани используется степен-
ной закон, однако прямо в описании модели об
этом не говорится.

В [2] не предложен метод определения па-
раметра модели и, следовательно, вопрос об эк-
вивалентности исходного и преобразованного
распределения дозы остается под вопросом.
Мы показали, что предложенный ими метод
определения параметра в виде А=1/b неприме-
ним для нормальных тканей, но может оказать-
ся пригодным для опухолевых тканей.

Также показано, что модель Kutcher-
Burman может быть получена с помощью моди-
фицированного распределения Вейбулла. При
этом параметр модели, который приводит к эк-
вивалентности по ВЛО неоднородного и реду-
цированного однородного распределения дозы,
является одним из параметров распределения
Вейбулла (7). Анализ проблемы преобразова-
ния неоднородных дозовых распределений на

основе ДГДО и интегральных ГДО (ИГДО) пока-
зал, что для успешного решения этой проблемы
необходимо показать, что все однородные и не-
однородные дозовые поля для одной и той же
ткани, имеющие одинаковые ДГДО или ИГДО,
имеют равные (или близкие) значения ВЛО, т.е.
эквивалентны по ВЛО.

Анализ формулы (25) показал, что АД в
нормальной ткани зависит от интегральной до-
зы, объема (площади) облучения и распределе-
ния дозы. При фиксированной интегральной
дозе минимальное значение АД в нормальной
ткани, и, следовательно, значение ВЛО, соот-
ветствует ее однородному облучению средней
дозой.

АД зависит от параметра А2. При одном
и том же распределении дозы в ткани и фик-
сированной интегральной дозе значение АД
будет тем больше, чем больше значение пара-
метра А2.

Применительно к неоднородным рас-
пределениям дозы в опухолевых тканях мы
высказали следующую гипотезу. Если опухо-
левые клетки образуют тканевую систему,
тогда при неизменной интегральной дозе в
опухоли АД будет больше при неоднородном
распределении дозы, и, следовательно, веро-
ятность локального излечения опухоли будет
выше. Учет неоднородного распределения до-
зы в опухоли и ложе опухоли усложняет про-
блему формирования терапевтического дозо-
вого поля. Если множество опухолевых клеток
образуют тканевую систему (с радиобиологи-
ческой точки зрения), тогда для ее необрати-
мого разрушения предпочтительным являет-
ся неоднородное распределение дозы, а для
ложа опухоли – однородное. При формирова-
нии компромиссного терапевтического дозо-
вого поля необходимо учитывать распределе-
ния дозы в обеих тканях, соответствующие
значения АД и значения ВЛО.

Итак, для характеристики радиобиологи-
ческих свойств нормальных и опухолевых тка-
ней можно использовать Ψ=bA2. При этом, если
опухоль представляет собой не связанное
функционально в ткань множество клеток, то
Ψ=bA2≈1. Для нормальных органов Ψ=bA2>1.
Мы полагаем, что в известной степени значе-
ние параметра Ψ=bA2 можно рассматривать
как меру “организованности” клеток в ткане-
вую структуру.
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